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19. PODOBNÉ MATICE 
19.1. Definice. Nechť A je libovolná čtvercová matice stupně 
n. Matice B téhož stupně n se nazývá podobná matici A, existuje-li 
regulární matice Q stupně n taková, že platí 
B = Q^AQ. 
19.2. Věta. Nechť matice A, B, C jsou čtvercové stupně n. 
Pak platí: 
1. Matice A je podobná matici A (reflexívnost). 
2. Je-li A podobná B, je B podobná A (symetrie). 
3. Je-li A podobná B, B podobná C, pak A je podobná C 
(tranzitivnost). 
Důkaz: 1. První tvrzení je zřejmé (pro Q -= £). 
2. Předně je B = Q~~ÍAQ; odtud máme 
QBQ^(QQ^)A(QQ^)^A$ 
takže matice Q~"l má nyní touž úlohu jako dříve matice Q. 
3. V třetím případě z relací 
B = Q^AQ, C = P lBP 
plyne 
C = P~ !(Q^AQ) P = ( P ^ Q - 1 ) A(QP) = (QPy1 A(QP), 
což dokazuje tvrzení 3. 
19.3. Poznámky. 1. Každý vztah definovaný mezi prvky, 
libovolné (neprázdné) množiny, který je reflexivní, symetrický 
a tranzitivní, nazývá se ekvivalence. Vidíme, že podobnost matic 
libovolného n-tého řádu je ekvivalencí. 
2. Vzhledem k symetrii nemusíme u podobných matic 
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rozeznávat jejich pořadí a můžeme stručně mluvit o podobných 
maticích A, B. 
19.4. Věta. Dvě podobné matice mají stejné 
1. charakteristické kořeny; 
2. charakteristická čísla, příslušná k jednotlivým kořenům. 
Důkaz: 1. První tvrzení bylo dokázána ve větě 16.12.V 
2. Jsou-li A, B podobné matice, takže je např. 
B^Q^AQ, 
a je-li a kořen jejich charakteristických rovnic, pak 
B - aE = Q~l(A - aE)Q 
a odtud podle 16.12.2 plyne 
(B - aEf = Q"j(A ~ aEfQ. 
Protože matice Q je regulární, mají matice (A — aEf, (B — aE)k 
stejnou nulitu (srov. větu 16.10 a poznámku 16.11) pro každé 
přirozené k. Jsou tedy charakteristická čisla příslušná k témuž 
kořenu a podobných matic A, B stejná. 
Tím je důkaz proveden. 
Z tvrzení 1,2 a věty 17.8. plyne 
3. Dvě podobné matice mají tytéž minimální polynomy. 
19.5. Věta. Nechť matice A, B jsou podobné, takže B = 
= Q~1 AQ, Nechť a je a-násobný (a > 0) charakteristický kořen 
matice B (a ovšem též A). Nechť 
y i , . . . » y í r ; YÍ • -., y*
2
r-,; •..; y
ři y«* (105) 
je normální soustava vektorů, příslušná k a-násobnému kořenu 0 
matice B — aE. 
Pak 
Qy!,...,Qy.i r,...,Qyí,...,Qyí1 (106) 
je normální soustava vektorů, příslušná k a-násobnému kořenu 0 
matice A — aE. 
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Důkaz: Pro zjednodušení pišme 
x\ = Qy},.., xl = Qyl,..., xrXl = Qy
r
xt 
Podle předpokladu jsou pro matici B — AE vektory 
y\,...,ylriadur , 
yř„ ..., yí, řádu 1 . 
Přitom platí 
(B-flE)y{ = y f , . . . , ( B - f l £ ) y ' r = ya2r, 
(B- f l E)y? = y?, . . . ,(B- f lE)y*r_. = £ _ , , 
( B - f l E ) y r 1 = y'1 , . . . ,(B-aE)y;2-
1 = y^ 
Mimoto jsou vektory (105) nezávislé. 
Z předpokladu, že pro n = 1, 2,..., ar jsou vektory y
l
n řádu r, 
plyne 
0 = (B - flEy y1 = Q-' (A - aE)' Qyj, = Q^(A - aE)r xln , 
0 * (B - aE)-1 y1 = Q-^A - AE) ' " 1 Qy1 = 
= Q - ' ( A - f l E y - 1 x 1 . 
Odíud vynásobením maticí Q plyne 
(A - aEf xvn = 0 , (A - <iE)
ř-1 xj * 0 . 
Jsou tedy vektory x{, ..., x r̂ řádu r. Podobně zjistíme, že vektory 
xj, ..., xlr t jsou řádu r — 1 , 
X|, ..., x^ jsou řádu 1 . 
Dále pro fc = 1, 2, ..., r — 1, /i = I, 2, ..., ofr_fc+l plyne z před­
pokladu 










( A - a E K = x* + 1 . 
Proto zbývá dokázat, že jsou nezávislými vektory 
X j , . . . , X a , X j , . . . , Xarmml9 . . . , X j , , . . , x a i -
Předpokládejme naopak, že jsou závislé, takže existuje relace 
mxx\ + m2x\ + ... + ma ix^ = 0, 
kde aspoň jedno z čísel mn je různé od nuly. 




což značí, že se vektor Yl
mnYn transformuje lineární substituct 
o matici Q v nulový vektor. Odtud složením s maticí Q""! dosta­
neme 
Protože čísla mn nejsou všechna rovna nule, plyne z předešlého 
vztahu, že vektory yw jsou závislé. To však je proti předpokladu 
a důkaz je hotov. 
19,6, Věta, Nechť matice A, B jsou podobné, takže B = 
= Q ~*AQa 
O j , . . . , aa; b u . . . , bfi;...; s 1 ? . . . , s ď 
je normální soustava vektorů matice B. 
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Pak 
Qau ..., Qaa; Qbí9 ..., Qbfi;...; Q$í9..., Q$ď 
je normální soustava vektorů matice A. 
Důkaz: Tvrzení je důsledkem předešlé věty. 
19.7. Věta. (obrácení věty 19.4). Když dvě matice A, B 
téhož stupně n mají stejné charakteristické kořeny i stejná charak­
teristická čísla příslušná k jednotlivým kořenům, pak jsou po­
dobné. 
Je-li 
au ..., aa; bl9...9 bp;...; $i9..., sď , (107) 
popř. 
* i , . . . . « a;b l 5 . . ., b#; ...; $i9..., sď (108) 
normální soustava vektorů matice A, popř. B a 
P = [al9..., b-, ...,fď] , 
P = [5i,..., b 1 $ . . . , s f f], 
pak matice Q = PP""1 převádí matici A v matici B ve smyslu 
vzorce B = Q~ !AQ. 
Důkaz: Nechť matice A, B téhož řádu n mají stejné charak­
teristické kořeny a stejná charakteristická čísla příslušná k jednotli­
vým kořenům. Nechť (107), popř. (108) je normální soustava vek­
torů matice A, popř. B, přičemž vždy k témuž charakteristické­
mu kořenu patři skupiny vektorů označené stejným písmenem, 
např. 
«i».-.,*«; «i....,ž«* (109) 
Protože matice P je regulární, existuje matice Q = PP"K 
Pro ni platí P = QP, tj, 




at = Qau...,aa = Q5a, bx = Qb 1 , . . ,$ ď = Qíď (110) 
Označme pro okamžik např. písmenem x některý charakteristický 
kořen (obou) matic A, B. K tomuto kořenu patří skupina vektorů 
(109) pro matici A, popř. B 
X j , • • •- Xatr> • • •> X j , . . . , X(rťj 
"" 1 * "* l ~ r *r 
X j , . . . , Xa^, . . . , X j , , . . , x a i . 
Přitom vektory 
x1 x l 
jsou řádu r, atd. Podle významu těchto vektorů platí (n = 1,2,...) 
( A - x £ ) x ; = 0 
a odtud 
Q- 1 (A-.xE)Qiř;--0. 
Podobně je 
(B - xE) i ; -= 0 , 
íakže 
( B - x E ) x ; = Q - ' ( A - x E ) Q Í ; . 




a odtud podle (110) plyne 
Qi(A-xE)Qin-
1 = Q->Q~x'n=:~xn. 
Dále platí 
( B - x E ) ^ - 1 ^ ^ . 
Je tedy 
(B - xE) í ; - 1 =- Q_ 1(A - xE) Qx;-1 . 
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Odtud přičtením vektoru xxrn
 1 k oběma stranám plyne 
B i - ^ Q M Q x ; ; - 1 , 
atd. Vidíme tedy, že platí vztahy 
Bat = Q-
lAQauBa2 - Q
1 AQa2j ..., Břď = Q
lAQsa, 
takže je 
BP = (Q~*AQ)P. (111) 
Protože matice P je regulární, násobením předešlé relace ( l i l) 
inverzní maticí P""1 obdržíme 
B = Q~lAQ9 
čímž je věta dokázána. 
19.8. Věta. Každé dvě čtvercové sdružené matice A, A' jsou 
podobné. 
Důkaz plyne z věty 19.7. a poznámky 17,7. 
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